3.6. Lineare Optimierung, Simplexmethode
Lineare Optimierung ( auch LP ): Anwendungsgebiet mit umfassender Theorie,

Das Land Brandenburg méchte die nachhaltige Landbewirtschaftung fordern und setzt
hierfir ein Extensivierungsprogramm (EX) und ein Programm zur Forderung des
okologischen Landbaus (OKO) ein. Dem Extensivierungsprogramm wird ein Zielbeitrag
von 3 in Bezug auf die nachhaltige Landbewirtschaftung beigemessen, dem Programm
zur Foérderung des Okologischen Landbaus ein Zielbeitrag von 5.

Fur die Programme stehen 6 Mio. € zur Verfigung. Zur Umsetzung der Programme ent-
steht bei EX ein Verwaltungsaufwand von 1 Beamten pro 1 Mio. €, bei OKO von 2
Beamten pro 1 Mio. €, wobei insgesamt 7 Beamte zur Umsetzung der Programme zur
Verfugung stehen. Schlie3lich verlangt die Umsetzung von EX einen zusatzlichen
Arbeitsaufwand in landwirtschaftlichen Betrieben von 3 AK pro 1 Mio. € und die von
OKO von 9 AK pro 1 Mio. €, wobei der zusétzliche Arbeitsaufwand insgesamt 27 AK
nicht Gbersteigen sollte.

In welchem Umfang sollten EX und OKO geférdert werden?

Variablen: x1 Mio. € fir OKO
X2 Mio. € fur EX.

Die math. Modellierung fihrt zu folgendem linearen Optimierungsproblem:
9x, +3x, <27
max< 5X, +3X,| 2X +X, <7 ,X, =20, X, >0
X, +X, <6

Zielfunktion, Nebenbedingungen (Restriktionen),

- bei 2 Variablen ist eine geometrische Darstellung und Losung des Problems mdglich,
- aber die geometr. Lésung ist ungenau und nur beschrénkt (2 Variablen) anwendbar



Geometrische Lésung
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Optimale Losung im Punkt (1, 5) als

Beruhrungspunkt (bei der Parallel-
verschiebung) der Zielfunktion mit
der Menge der zulassigen Losungen

2

9!1*’ SX2<. 27
5x4+ 3% = konst.

Es gibt die rechnerische Methode: Simplexmethode (G. B. Dantzig, 1948/49),
dazu uberfuhren wir die 3 Ungleichungen durch Einfihrung von Schlupfvariablen
99X, +3X, + X, =27

X3, X4, X5 (alle > 0) in Gleichungen: 2x, +X, +X, =7 , ZF : 5%, +3X, + 0x; + 0x, + 0X, ,
X, +X, +X; =6

Xy =27 — (9%, +3X,)
Auflésung nach Schlupfvar.: X, =7—(2%, +X,) Basisvariablen (BV): X3, X4, Xs
X5 :6_()(1 +X2)

Nichtbasisvariablen (NBV): X1, X2

kommen zu folgender Simplextabelle:
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X, | X,

0 X, 271 9 | 3
0 X, 71 2 1
0 Xs 6] 1 1
0| -5]1-3

0|3
X3 | X2
5 | x |3 ]vefus
0 | x,| 120913
0 [ x| 3 [2e]23
15 |5/9 |-4/3
BV: L =3, X, =1, Xs
NBV: X, =0, X, =
0] 0
Xs | X,
5 | x |2 ]w3f-t
3 [x,[3]23]3
0 [x |1]w3]-2
19 |-1/3| 4
BV: 1= 2 =3, Xg
NBV: X;=0, X, =
0o
Xs | X,
5 0 x [1]-1]2
3(x,[5]2]1
o[x,[3]3]-6
201 1|2

BV: X; =1, X, =5, X3 =3 (nicht bendtigte AK)

NBV: X5 =0, X, =0

Wir kommen ahnlich wie bei den BT zu einer neuen
Simplex-Tabelle. Das ZE ist aber so zu wahlen, dal3
die ZF besser wird:

Regeln:

Austauschspalte: min {-5,-3}=-5

(siehe letzte Zeile: Charakteristische Zeile)
Ist der so bestimmte Wert > 0, so ist der
zugehorige Vektor eine optimale Lésung.

Austauschzeile:

min{% 5,4} = %

Bei der Minimumbildung werden nur die Briiche mit
positivem Nenner betrachtet.

Sind alle Werte der Austauschspalte negativ, so
existiert keine optimale Loésung.

AS: min{
AZ: min

——

AS:  min{3 4} =3
AZ: mini%,%}:%

min{12}=1>0

= Wir haben eine optimale
Ldsung erhalten!



Lineares Optimierungsproblem:
Maximierung oder Minimierung einer linearen Funktion unter den Nebenbedingungen eines Systems von
linearen Gleichungen und Ungleichungen ( < oder > ) und nichtnegativen Variablen.

max {c"x|xeB}

s n 3
E a;;x;=b; , ieGL
=1
T
B =4 xeR" agjx;=b; , leK , x=0¢
=1
)
a;x;= by, el
S =1 &

GL, K, G sind Indexmengen

B ist ein konvexes Polyeder: Durchschnitt endlich vieler abgeschlossener Halbraume.

Es gilt:

min {ET§|£EB} = - max{—ETJ_CEEB} , das heil3t ein lineares Minimierungsproblem kann so auf ein

Maximierungsproblem zurlickgefiihrt werden.

(1) E = @ esgibt a) genau eine optimale Losung (ein Eckpunkt des konvexen Polyeders B), so wie im
letzten Beispiel,

b) unendlich viele optimale Lésungen(ein Kante oder Seite des konvexen Polyeders B),

c) keine optimale Losung.

2Q)B= o
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(2) E=0 Zum Beispiel: drei nicht Giberlappende Halbebenen.
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