3.4 Lineare Gleichungssysteme

Definition: Ein System,

a21 Xl +a22 X2 + +3.2n Xn - b2
am1 X1 +8m2 Xy, 4+ .. +ap, X, = by

mit den Konstanten
aj far 1=1,2,...,m und j=1,2, .., n,
by fur 1i=1,2,..,m

und den Variablen
x; fur j=1,2,..,n hei3t

Lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen
und n Variablen.

Sind alle b; furi =1, 2, ..., m gleich 0, so heil3t das
LGS homogen, ansonsten inhomogen.
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Vektordarstellung:

a; Xy +a, X, + .. +a, X, = Db
ay by
. Ao _ b
mit a = A0 furi = 1,2,..,n und b = 2
A bm

Matrixdarstellung:

Ax=Db
d;; 4
) a a
mit A = 21 T2
aml am2

ain
a2n

Begriff der Losung eines LGS:

Definition: Ein Vektor x =X, der die Bedingung A X = b erfullt (in
eine Identitat tberfihrt), heildt LOsung des LGS A x=Dbh.

Beispiel:
2X; +X, — X3 = 5
—3X, +%x3 = 10

X2 - X3 - O
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Losung des LGS mit elementarer BT:

Q
o
Jab)
&
[oF

me: 2 @ -1 5

e -3 0 1/2 10
€3 0 1 -1 0)

a 1
<:|§2 -3 0 @ 10

a1 & € b

a —4 2 25

as -6 0 2 20
e |2 -1 0 -5

€3 &1 & Q Q=g1-g+g2-35+g3-35
a | 2 3 2i35: | ‘
as 3 3 2135 X1 X2 X3
a, |12 12 0152 x,\ (512
""" Losung des LGS:  x =[x, |=| 35
X3 35
(Probe!)
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Im obigen Beispiel hatten wir 3 Gleichungen und 3 Variablen und es
gab genau eine Losung.

Das gilt nicht immer!

Quadratisches

Gleichungssystem:

m=n

A singular
|

v

maglich ist

4/\

2 (keine LAsung)

viele Losungen

Uberbestimmtes

Gleichungssystem:

m>n

maglich ist

meistens

A(keine LOsung) 3! (genau eine L6sung)

viele Losungen

Unterbestimmtes

Gleichungssystem:

m<n

moglich ist

meistens

viele Lésungen 2 (keine LOsungen)
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Zwei Fragen:
a) Losbarkeit: Gibt es eine Losung des LGS?

b) Eindeutigkeit: Wie viele LOsungen hat das LGS?

Satz: Ein LGS A x = b ist genau dann lésbar, wenn
P(A) = p(A,b) gilt.

A,b heildt erweiterte Koeffizientenmatrix.

Im Beispiel oben ist p(A) = 3 = p(A,b).

Satz: Gegeben sei ein LGS A x = b mit n Variablen (d.h. x € R").
Das LGS besitzt genau eine Losung dann und nur dann,
wenn p(A) = n ist.

Gilt dagegen p(A) = p(A,b) =r<n,dannsindf=n-r
Variablen frei wahlbar, d.h. es existieren unendlich
viele L6sungen.

f heil3t Freiheitsgrad des LGS.

Beispiele:
1) obige Aufgabe: p(A) =3 =n
2) 3X1 - X2 +2X3+X4 =5

LGS besteht aus einer Gleichung mit vier Variablen.
P(A)=p(Ab)=1, n=4, =3,
Xa=5- 33Xy +Xp- 2X3, X1, X2, X3 e R belleblg
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3) 2%+ 2Xy + 2X3 =1
X1- 4% + 3X3- 2X4 =-1

LGS besteht aus zwei Gleichungen mit vier Variablen.
LOsung des LGS mit elementarer BT:

i

ai a a3 a b

Gme; @ 2 2 0 1

_____________________

_____________________

_______

____________________________

Allgemeine L6sung:
(ij, X, x5 €R  beliebig

x;) (172 1 1
x,)  \3/4) \5/2 -1) \x,

Basisvariablen (BV) Nichtbasisvariablen (NBV)
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Spezielle Losungen erhalten wir durch Fixierung der frei wahlbaren
Variablen:

a) X2:1 X;|_:—§ -3/2
) 2 alsox=| 1
X3=1 x4:—§ 1
4 —3/4
b) x2=0 xlz—% -1/2
> also x = 0
_ 1
X3=1 Xg= —
4 7/4
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