3.3 Basis eines Vektorraumes, elementare Basistransformation

Beispiele fiir n linear unabhéngige Vektoren in R":

R2 : g1=@, g2=@ . {er e}

n.
R": e} ...e,

Definition: Eine Menge von n linear unabhangiger Vektoren im
n-dimensionalen Vektorraum R" heiRt Basis des
Vektorraumes R".

e Die Menge der Vektoren [ij und [2) ist keine Basis.

e B={b,,..b,} Basis = Bildung aller LK = R"

e istceR" = es gibt eine eindeutige LK bezuglich der Basis:
c=cCy-by;+..+c, b,

cq, ..., ¢, heillen Koordinaten bezuglich dieser Basis.

Ubergang von einer Basis zu einer anderen !?

Beispiel:

ar in die Basis a; in die Basis
»B, ={a, e,}

» B, =12a,,a
gegen e gegen e, 2 =212,

B ={§1’§2}
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Definition: Gegeben seien eine Basis by, ..., b, des R" und ein
weiterer Vektor aeR".

Kann der Vektor a mit einem Basisvektor b;, ie{1..,n},

so vertauscht werden, dass b, b, ..

"y Qi-ll g; Qi+1l ey Qn

wieder eine Basis ist, so nennt man den Ubergang zu
dieser neuen Basis eine elementare Basistrans-

formation (BT).

Rechenschema der elementaren BT:

U

|§1 ay

< e |2 1
e, | 1 3

I a;=2e;+e;

Il a,=e; +3e,

I-> e =a,-3e,
inl: a;=2a,-6e,+e,
=2a, —5¢e;
€ €1
. | 2 _1
2| 5 5
0 |13
11 5 5
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U
E=N
a | 2 1
< e, |-5 -3
| a, =2a, —5e,
I e; = a; -3¢
1
- Sep =2a, -a; — C2=p 82 ¢ &
) 2 1
inll: e, = -3 |=-a,——a
1= Qo (5_2 5_1)
= —ia +§a
52T
€1 &
4 | 3 _1
1l 5 5
>
ordnen
0 |21 2
2| 5 5
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(Algorithmische) Regeln @

Wie erhalten wir die Elemente (Zahlen, Koordinaten) der neuen
Tabelle aus den Elementen der alten Tabelle?

(1) Zentralelement (z) geht Uber in: :

(2) die anderen Elemente der Austauschzeile

werden multipliziert mit: ,

(3) die anderen Elemente der Austauschspalte

werden multipliziert mit: -—,

(4) die restlichen Elemente werden
nach der Kreuzregel gebildet:

X geht Uber in: X——
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Elementare Basistransformation und lineare Abhangigkeit
von Vektoren

0 -10 -2
Sind die Vektoren a, = , 8= 2|, ag=| 0
-1 3 1

linear abhangig oder linear unabhangig?

Gme | -1 3 (1)
4
a a2 €3
er| 2 -4 2
&= e @ 2 0

ds -1 3 1

““““

, Das Zentralelement muss von 0 verschieden
e | 2 0l 2 sein. =9 ,Endtabelle”

| Auswertung der Spalte fur a,:
L 22 = 2a; + 5a3
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Satz:

Gegeben seien eine Basis in R"und r Vektoren a,, a,, ...,a, eR".
Die Vektoren a,, a,, ..., a, sind genau dann linear unabhangig,

wenn sie sich durch elementare Basistransformationen alle
zusammen in die Basis Uberfihren lassen.

Der Rang einer Matrix

Allgemein qilt fir eine beliebige Matrix: Die maximale Anzahl linear
unabhangiger Zeilen einer Matrix ist identisch mit der maximalen
Anzahl linear unabhangiger Spalten dieser Matrix.

Definition: Die maximale Anzahl linear unabhangiger Spalten
(bzw. Zeilen) einer Matrix A heifl3t Rang (p(A) auch r(A))

der Matrix A.
1 0 2
3 -5 1
i A= . p(A)=7?
SeizB. A 1 1 1 p(A)

-2 1 -3
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Rangbestimmung mit elementarer Basistransformation:

4

dr d2 a3
e @ 0 2
e- 3 -5

@e, | 2 (D 1
€1 €4 as

al 1 0 2

e| 7 5 |0

es| 1 1 |0

al 2 1 1
== pA)=2

Definition: Eine (n, n)-Matrix A heif3t reguléar, wenn p(A) = n ist.
Ist p(A) < n, so nennt man sie singular.

Bezeichnung flr regular auch: ,Matrix mit vollen Rang®.
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